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ANALYSIS.

Vollstindige Induktion " =

Die Vollstandige Induktion ist eine Beweismethode, mit der man eine Aussage (in der Regel) fiir
alle natirlichen Zahlen beweist.

Man beweist die Aussage erst fir den Induktionsanfang (I.A.), meistens n = 0 oder n = 1.

Dann beweist man, dass die Aussage fiir n+1 gilt, wenn die Aussage fiir n gilt (Induktionsschluss).

i +1
Beispiel: ) i= n_*(r;_)
i=1
1 +
Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: Y’ i = 1; rechte Seite: 1—*(%)' =1

i=1
Die Aussage gilt fiir n, zeigen Sie, dass es fiir n + 1 gilt (Induktionsschluss):

nft 0 IAnx(n+1 n*(n+1) 2*(n+1) (n+2)*(n+1)
E‘,ll: ié‘,1|+(n +1) = > +(n+1) = 5 + ) = >
Ubung 1

Beweisen Sie folgende Gleichungen:

a) i2i=n*(n+1) o) Y i2 e
i=1 i=1

b) i(Zi-l):n2 n
=1 d)Yi="7p

Ubung 2
Beweisen Sie mit Hilfe der vollstdndigen Induktion folgende Aussagen:

a) 23 1_ 1 ist immer durch 7 teilbar.
b) n° - n ist immer durch 5 teilbar.

c) 72N - 2N ist immer durch 47 teilbar.
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LOSUNG:

Ubung 1
a) i 2i =n = (n+1)

i=1
Induktionsanfang:

1
Linke Seite: >’ 2i = 2, rechte Seite: 1 = (1+1) = 2
i=1
Induktionsschluss:
n+1 n
S 2i= Y20+ 2¢(n+1) 2 n # (n+1) + 2%(n+1) = (n+1) * ((n+ 1) + 1)

i=1 i=1

n
b) > (2i-1)=n2
i=1
Induktionsanfang:

1
Linke Seite: . (2i - 1) = 1, rechte Seite: 12 =1
i=1
Induktionsschluss:
n+1 n
>i-1)= > 2i-1)+ (2*(n+1)-1) =n2 + 2n + 1 = (n+1)2
i=1 i=1

n n*x(n+1)*2n+1)

o
c) E; -
Induktionsanfang:
1
Linke Seite: Y i2 = 1, rechte Seite: 1-(1+ 1)6* (241 +1) =1

i=1
Induktionsschluss:

’i‘z::llP: izilli2+(n+1)2=n*(n+1)6* (2n+1)+(n_|_1)2= n*(n+1)6* (2n+1)_|_6=x<(n6-|-1)2
_(m+D*x(n* 2n+1)+6*(n+1)) (n+1)*(2n2+n+6n+6)
= 6 = 5 =
n+1Dx((n+2)*2n+3)) (n+1)* (n+2)* (2= (n+1) +1)

6 - 6
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n 2 2
d) Zi3=n *(n+1)

i=1 4
Induktionsanfang:
1 12 % (1 + 1)2

Linke Seite: Y. i3 = 1, rechte Seite: —*(4—)— =1

i=1
Induktionsschluss:
n+1 n 2 2 2 2 3
S o 3 4+ (nel)s = r;+1 +(ne1)p = O *(2+ 1) +4=!=(n‘;r1) _
i=1 i=1
(n+12+(M2+4n+4)

4
_(n+1)2%(n+2)2
- 4
Ubung 2

a) 23 1_ 1 ist immer durch 7 teilbar.

Induktionsanfang:
23 -1 =7, ist durch 7 teilbar.

Induktionsschluss:
23(+1) .1 =23Tug-1=031u(74+1)-1=7+2314231.4

7 23 i ist durch 7 teilbar und 23 ] ist laut Induktionsannahme teilbar durch 7.

b)
n5 - nist durch 5 teilbar

Induktionsanfang:
15 - 1 = 0 ist durch 5 teilbar

Induktionsschluss:

(n+1)5 -(n+1) = n®+5n% +10n3 + 10n2 +5n+1-n-1= (n5 -n)+ S*(n4 +2n3 4+ 2n2 +n)
(n® - n) ist laut Induktionsannahme durch 5 teilbar und 5*(n* + 2n3 + 2n2 + n) ist durch 5 teilbar,

weil 5 ein Faktor ist.

www.learnable.net



MATHEMATIK by learnable.net M319

c) 72" - 2" ist immer durch 47 teilbar

Induktionsanfang:
72 - 21 =49 - 2 = 47 ist durch 47 teilbar

Induktionsschluss:
72(n+1) _ 2n+1 — 49*72n - 242N = (47+2) >,<72|'1 _ 22N
=47 %720 + 2 %720 2:2M = 47 %720 4 2 % (721 - 27

2 # (72" - 2" ist laut Induktionsannahme durch 47 teilbar und 47 *72" ist durch 47 teilbar, da 47 ein
Faktor ist.
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